TD 11 : Equations différentielles

Equations différentielles d’ordre 1

w¥: (ED linéaires d’ordre 1) Résoudre les équa-
tions suivantes :

4) (1+e)y +ey=0
5) chxy —shxy=sh’x

Dy +y=eé
2)y —y=1+¢"

3) y —2y = e cos(2x) 6) (1+x%)y +2xy=—1

** (Problemes de Cauchy d’ordre 1) Résoudre
les équations suivantes :

ey

1) Y y_l—l—ex
y(In2) =0

) Y —2xy=—(2x—1)e"
y(1)=0

3) y +arctan(v1+e*)y =0
y(me') =0

% (ED linéaires d’ordre 1, bis) Résoudre les
équations suivantes sur un intervalle / convenable (s'il
y en a plusieurs, choisissez-en un) :

2) V1=x2y +y=1

1) xy) =2y =4Inx

1
I _ pArccosyx
3) g A ! —xzy
y(0)=0
y —tan(x)y =1

4)

v(3)=1

@ ##t: (ED avec raccord) On considere I'équation
(E):xy'+y=0.
1) Résoudre (E) sur R’ puissurR*.

2) Siy estune solution de (E) définie sur R, que serait
la valeur de y(0) ?

3) Peut-on trouver une solution de (E) sur R ?

@ *xv¥:  Soit a,b deux fonctions continues sur R.
On considere I'ED

(E):

On admettra que, si y est une solution qui n’est pas
identiquement nulle, alors y ne s’annule jamais.

Y +a(t)y+b(t)y* =0

1) Soity une solution de (E) non identiquement nulle.
1
En posant z = —, se ramener a une équation linéaire
en la fonction z.

2) Résoudre I'équation (E).

@ *xx Trouver les fonctions y : R — R qui véri-

1
fient 'équationy’ +y = / y(t)dt. On pourra raisonner
0

par analyse-synthese.

Equations différentielles d’ordre2 ———

*ir (ED linéaires d’ordre 2) Résoudre les équa-
tions suivantes :

1) 4y" +8y 45y =2¢" 4) y" +4y =3cos’x

2) Y/ =5y +4y=¢" 5 y'+iy =x+3
3) y' —4y +4y = 4e* 6) y' 43y — 4y = ix?

##* (Probleme de Cauchy d’ordre2) Résoudre les
probléemes de Cauchy suivants :

Y'+2y +4y=0
y(0)=1
Y(0)=2

y' + 4y = cos(3x)
1) {y(0)=1 2)
Y(0)=0

(9 ) w%t (ED déphasée) Soit A € R. On souhaite dé-
terminer 'ensemble des fonctions f : R — R dérivables
telles que

VxeR  fl(x)=f(A—x)

1) Montrer que si f vérifie cette condition, alors f est
deux fois dérivable sur R.
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2) En déduire I'ensemble des fonctions f vérifiant
cette condition.

odeld

1) Montrer que 'équation y” 4 2y’ 4+ 2y = 0 posséde
une et une seule solution bornée sur R.

2) Soit f € ¥ (R,R). Déduire de la question précé-
dente que I'équation y” +2y' + 2y = f(x) posséde
au plus une solution bornée sur R.

#%% Trouver toutes les applications f: R — R
dérivables telles que

VxeR  fl(x)+f(—x)=¢"

Indication : en justifiant, on pourra dériver l'égalité ci-
dessus et montrer que f vérifie une équation différen-
tielle.
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